I. NEODREDENI INTEGRALI

Uvod s povijesnim osvrtom

Deriviranje, kao postupak, te¢e uglavnom lako. Uz pomo¢ nekoliko pravila-
formula mogu se derivirati sve elementarne funkcije. Antideriviranje, postupak
suprotan deriviranju, je medutim vrlo teSko. Samo se jedan “man;ji“ dio elementarnih
funkcija moZe antiderivirati.

Neodredeni integral neke funkcije je skup svih antiderivacija te funkcije. Pojmu
neodredenog integrala predhodi pojam integrala. Taj je pojam proizaSao iz jedne
znacajne formule koja povezuje integral i antiderivaciju. Zbog sklada u nazivlju
pojmu integrala je pridodan pridjev, odredeni.

Definicija neodredenog integrala je znatno jednostavnija od definicije odredenog
integrala. Zato se u nastavi matematike prvo proucavaju neodredeni, a potom
odredeni integrali. Jedne i druge zajedno najéescée kratko zovemo integralima.

Spomenuta znacajna formula, Leibniz-Newtonova formula, ima velike
mogucnosti primjene kada se savlada postupak antideriviranja. Ovdje, u prvoj glavi
udzbenika, je predoCen taj postupak antideriviranja, uoblicen u pojam neodredenog
integrala.
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1. Antiderivacije

Definicija. Funkcija F' (x) je antiderivacija ili prim funkcija funkcije f (x)

na podrucju D, ako za svaki x iz D vrijedi

U primjerima §to slijede uglavnom se izostavlja odredivanje podrucja D . PaZnja
se usmjerava na trazenje same antiderivacije F' (x) .

Primjer 1. Provjeri je li funkcija F (x) =2x" +cosx+3 antiderivacija funkcije
f(x)=8x"—sinx.

Rjesenje. Treba provjeriti je li F '(x) =f (x) :
F'(x)=8x" —sinx = f(x)
Funkcija F(x) jest antiderivacija funkcije f(x)

O

Primjer 2. Provjeri je li funkcija F (x) =x’e" —2x antiderivacija funkcije
2 X
f(x) = (x +2x)e —-1.
Rjesenje. Provjera je li F'(x) = f(x) :

F'(x)=2xe" +x’€" —2:(x2 +2x)ex —Z;tf(x)
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Funkcija F (x) nije antiderivacija funkcije f (x)
Primjer 3. Pronadi tri antiderivacije funkcije f (x) =x.

Rjesenje.

Primjer 4. Za funkciju f (x) =1+cosx pronadi dvije antiderivacije F, (x) i

F, (x) te odredi najSire podru¢je D na kojem vrijedi F}’ (x) = Fz' (x) = f(x) )
Rjesenje. Funkcije
F(x)=x+sinx, F,(x)=x+sinx+7x

su antiderivacije na cijelom realnom podrucju, tj. D =R.

[m]

Primjer 5. Odredi jednu antiderivaciju F (x) funkcije f (x) = x—x/; 1 najsire
podrugje D na kojem vrijedi F”(x)=f(x).

Rjesenje. Funkcija

je antiderivacija na skupu nenegativnih realnih brojeva, tj. D = [0, +oo> .
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5
Primjer 6. Odredi antiderivaciju funkcije Jf (X) =— napodru¢ju D =R\ {0} .
X

Rjesenje. Funkcija G(x) =5Inx je antiderivacija na podru¢ju D, =(0,+0), a

funkcija
F(x)=5In|x|
je antiderivacija na podru¢ju D =R\ 0 = (—00,0) {0, +0).
i

Primjeri daju naslutiti da je razlika dviju antiderivacija funkcije f (x) samo
broj, tj. konstanta. Pokazimo da je to istina. Neka su F (x) iF, (x) antiderivacije

funkcije f(x) , odnosno neka je Fl'(x) = f(x) i Fz'(x) = f(x) Tada slijedi:

Prema tome, odredimo li jednu antiderivaciju F (x) funkcije f (X), tada su

dodavanjem realnih brojeva antiderivaciji F (x) odredene sve ostale antiderivacije

funkcije f (X) Skup svih antiderivacija funkcije f ()C),
{F(x)+c:ce]R},
se obi¢no zapisuje krace bez viti¢astih zagrada i s velikim C:
F (x) +C.

Evo kako to skrac¢eno zapisivanje svih antidervacija izgleda u jednom primjeru.
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Primjer 7. Odredi sve antiderivacije funkcije f (x) =2x-3.
Rjesenje. Jedna antiderivacija je funkcija
x* =3x,
a sve antiderivacije predo¢ava kratko zapisan skup funkcija

x2=3x+C.

O

Primjer 8. Pronadi antiderivaciju F (x) funkcije f (x) =e" —sinx zakoju je
F(0)=4.
Rjesenje. Sve antiderivacije funkcije f (x) su odredene izrazom

e +cosx+C.

Trazimo onu koja za x =0 iznosi 4:

e’ +cos0+C=4
Cc=2
F(x)=e"+cosx+2
O

2x

Primjer 9. Pronadi onu antiderivaciju F (x) funkcije f (x)= — koja
X" +e

zadovoljava uvjet F' (e) =2.
Rjesenje. Sve antiderivacije funkcije f (x) su predocene izrazom

ln(x2 +ez)+C.
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Mi trazimo onu koja za x = e iznosi 2:

ln(ez+ez)+C:2
C=2-1n2¢é’ :2—(ln2+2):—ln2

2 2
X +e

F(x):ln(x2 +ez)—ln2:1n

O

Napomena. Na zalost, antiderivacije mnogih funkcija ne mogu se izraziti
pomocu elementarnih funkcija. Tako npr. nisu elementarne antiderivacije funkcija

_ CoSX

f(x)zsin(xz) , f(x)

lako je antideriviranje znatno tezi postupak od deriviranja, tri osnovna pravila su
ista. Ta smo pravila ve¢ koristili u primjerima. Ako je F (x) antiderivacija

odf(x) i ako je G(x) antiderivacija od g(x), onda je:

(1) F(x)+G(x) antiderivacija od f(x)+g(x)
(2) F(x)—G(x) antiderivacijaod f(x)—g(x)
(3) cF (x) antiderivacija od ¢f (x)

Zavrsimo lekciju vaznom cinjenicom koja istice da neprekinuta funkcija ima
antiderivaciju.

Teorem o antiderivaciji. Ako je / — R otvoreni interval i ako je f:/ > R

neprekinuta funkcija, onda postoji derivabilna funkcija F (x) za koju vrijedi
F'(x)=f(x) zasvakixe I

Isti teorem vrijedi i za neprekinutu funkciju [ : [a,b] — R zato §to se ona moze

prosiriti do neprekinute funkcije f :I > R gdje je I neki otvoreni interval koji
sadrzi [a,b].
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2. Neodredeni integral

2.1. Definicija neodredenog integrala

Definicija. Neodredeni integral funkcije f (x) na nekom podrucju je skup svih

njenih antiderivacija na tom podrucju, a biljezi se oznakom
I f (x) dx .

Ova neobi¢na oznaka potje¢e od oznake za odredeni integral i jedne jako vazne
formule koja povezuje odredeni integral s antiderivacijom. U toj oznaki funkciju

f (x) nazivamo podintegralnom funkcijom ili integrandom. Umjesto podpunog

naziva neodredeni integral sluzimo se i skra¢enim nazivom integral. Ako se
podrucje neodredenog integrala ne istiCe posebno, podrazumijeva se ono najsire.

Primjer 10. Pronadi neodredeni integral funkcije f (x) =x".

Rjesenje. Treba pronadi jednu antiderivaciju F' (x) i njoj dodati konstante C':

F(x):%x3 , J.xzdx:%x3+C

i
Primjer 11. Odredi J x/;dx i njegovo najsire podrucje.

Rjesenje. Za neodredeni integral
I 3
> 2 = 2
J\/xdx = szdx =§x2 +C :E\/x3 +C

najsire je podrugje D = [0, +°O> , tj. skup nenegativnih realnih brojeva. o
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2.2. Racunska pravila neodredenog integrala

Racunska svojstva neodredenog integrala proizlaze iz racunskih svojstava
antiderivacije. Predpostavimo da postoje I f (x)dx i I g(x)dx. Tada vrijede

pravila:

(1) [/ () +g(x) e =[ £ (x)+] g (x)ex
@) JLr () =g () Jix = 1 (x)- [ 2 (x)ax
3) Icf(x)dx =cjf(x)dx

Primjer 12. Pomoc¢u racunskih pravila odredi:
) j (x+1)dx (2) j (cos x —sin x) dx 3) j Te"dx
Rjesenje.

) J‘(x+1)dx='|‘xdx+jldx:%x2+C1+x+C2 =%x2+x+C ,C=C +C,

(2) I(cosx—sinx)dx:Icosxdx—jsinxdx=sinx+€l—(—cosx+C2):
=sinx+cosx+C ,C=C, -C,
3) J.7exdx:7'|‘exdx:7(ex+C1):7ex+C ,C=17C,
O

Primjer 13. Odredi J(x —3&)2 dx .
Rjesenje.

I(x—3x/;)2 dx=.[(x2 —6xx/;+9x)dx =J.x2dx—6.|.x;dx+9j-xdx:

3
:lx3 —6-2)62 +2x +C:lx3 —E\/x5 +2x2 +C
3 5 2 3 5 2

O
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2.3. Tablica osnovnih integrala

Za $to laksSe 1 brze integriranje potrebna je neka tablica osnovnih integrala.
Takva tablica obi¢no nastaje iz dijela tablice osnovnih derivacija uz jo$
nekoliko pridodanih formula. Valjanost tabli¢nih integrala se moze provjeriti
deriviranjem: derivacija izraza na desnoj strani treba biti jednaka
podintegralnom izrazu na lijevoj strani.

Primjer 14. Deriviranjem provjeri valjanost formule

1 1 X
I —dx=—arctan—+C , a=0.
X +a a a

o 1 X, L y | .
Rjesenje. 1zraz —arctan — ¢emo derivirati kao umnozak konstante — i slozene
a a a

. X
funkcije arctan—:
a

1 x Y 1 1 11
—arctan—+C | =— > —==
a a a(x a x"+a
— | +1
a
o
Primjer 15. Provjeri valjanost formule
1
j?dlen‘x+\/x2+a +C , a=0.
X" +a

Rjesenje. Prvo ponovimo da se derivacija funkcije f (x) =|x| za x#0 moze

X
zapisati kao f'(x)zu. Primijetimo da je za a#0 izraz x+vx*+a #0 za
X

svaki x za koji je x*+a>0. Slijedi deriviranje desne strane kao visestruko
slozene funkcije:
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Tablica osnovnih integrala

Ide=0+c
Ildx=x+C
a+l
_[x“dx=x +C , az—1
a+l1
J.ldx=ln|x|+C
X
J.e"dx:e"+C
_[axdxz i +C ,a>0 , a=#l1
Ina
J.sinxdx=—cosx+C
Icosxdx:sinx+C
1
J._z dx=—-cotx+C
sin” x
J. —dx=tanx+C
cos” x
1 1 X
J. — dx =—arctan—+C , a=0
X +a a a
J. 21 2dx:Llnx_a ,a#0
X —a 2a |x+a
ln‘x+ x“+al+C , a#0
j ﬁ e
dx = arcsm +C , a=0
-
J\/x +adx=— (x\/x +a+aln‘x+\/x +a)+C , a#0
J‘\/az—xzdx=%(x\/a2—x2+a2arcsin£]+C ,a#0
a

11
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1 ‘x+\/x2+a ( x J

. I+ =
‘x+\/x2 +a

1 \/x2+a+x_ 1

x+\/x2+a. Vit +a _\/x2+a
O

(ln‘x+\/x2 +a

+C) =

x+Vx’+a X’ +a

Primjer 16. Sluze¢i se tablicom odredi:
1 23Yx
W [rar @ [ @) [
S K

Rjesenje.

5 2 3
g X _ 2 52
(2) I\/x_dx jx dx _5+1+c X2 +C 3\/)C_3+c
2
xR x n
B) [—dr=[x"3 Pdx=[x"dx=Tn|x]+C
x?

O

Primjer 17. Uz pomo¢ tablice izraCunaj:
(1) [2rdx (@) [(2+e)" dx (3) [27dx
Rjesenje.

2" (2 + e)x

1) jzxdx=ln2+c 2) j(2+e)' dlen(2+e)+C
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‘ 8" 2%
3) [2*dx=|8"dx= +C= +C
®) I I In8 3In2

O

Primjer 18. Prilagodbom integranda tablici, odredi:

1 1
1 dx 2 dx
@ J-x2+5 ()'[\/xz—S
Rjesenje.
Q)] J ! dx:J;dxziarctanijLC
2

X +5 . +(\/g)2 J5 J5
x+\/ﬁ‘+c

dx=1In

1 1
s lEmS

2.4. Integriranje pomocu tablice i osnovnih pravila

Primjer 19. Prilagodbom integranda tablici, pomoc¢u izlu¢ivanja, izraCunaj:

1) j 1—:x2 dx (2) j ﬁdx

Rjesenje.

(1) J‘l—ilxz dx=J‘4( 1 ljdxzij‘#jzdxz

X == 2_
4 o 2
x_l
:—l-%ln % +C:lln 20+l +C
4 2_5 . 4 X—
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1 1 1 1
@) [ dr= [ =[x =
J\/2x2—3 J 2("2_3j JEI 23

X+ /xz—% +K:%In‘\/§x+\/2x2—3‘+C

2
(C:K—%lnﬁj

O

:—2111
2

Primjer 20. Rastavljanjem integranda na zbroj ili razliku, primjenom osnovnih
pravila i upotrebom tabli¢nih integrala, izracunaj:

(1) [(2x=3) dx @) [(x-1) dx
5 sz_:dx @ J.(3x+l))fx —4)dx
Rjesenje.

(1) [(2x=3) dx=[(4x* ~12x+9)dx =4[ x’dx 12 xdx+ 9] dx =
=§x3 —6x" +9x+C
(2) J(x—1)3 dx:.[(x3—3x2 +3x—1)dx=J‘x3dx—3jx2dx+3jxdx—_“dx=

lx4 -x +§x2 -x+C
4 2

-6 6 1 3 1 1
(3) '[x2x dx=I(%—Ejdx=J‘£5—;jdx=5.|‘dx—3j;dx=

2
5 J.(3x+l)(x +4)dx=.|-3x3+x2_12x—4dx:.|'(3xz+x_12_ijdx:
X

X X

:3Jx2dx+J)ccl)c—12jcl)c—4Jldx:)c3 +%x2 —12x—4ln|x|+C
X

O
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Primjer 21. Sluze¢i se osnovnim pravilima i tablicom, uz predhodno sredivanje
integranda, odredi:

3 2 _
) j—3x J:x dx @) jx a 6dx

. J(ﬁ“) . " I(l IJ

Rjesenje.

3 2 2 1
1)) J.3x 3% dx=j3x (x+ )dx=3jx2dx:x3+C

(z)j — W iCa 3(§+2)dx:j(x+2)dx:

:jxdx+2jdx=%x2+2x+C

1 2
[x3+lj 21
3 3
dx=j - a’x:j)C +21)C lea’x:

x? x2

2.1 11 1 1 _1
I[ﬁ 242x3 2+x 2]dx .[ 6a’x+2jx 6dX+J.X 2dx =

6 . -

1
:7x6+%x6+2x2+C:§9/x_7+%€/;+2\/;+C
1)? )
2 1 3
4) J{l \/_J dx J. I j(xS—x“’J dx =
3 2 1 3
—I[ 2x1°+x jdx=.[x 5dx—2jx1°dx+jx5dx=

3 11 8
:éxS—Ex'°+§ S+ 4 3 +8)\/_ 1\O/x“+C

3 11
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Primjer 22. Uz pomo¢ osnovnih pravila i tablice, odredi:

M Sl;nxx La (2) [tan® xdx
(3) J~e +1 (4) J'(2x+1)2dx
Rjesenje.
sin” x+1 : 1 . 1
Q) J. s1nxx dx = J.(smx— e xjdx = jsmxdx—j e, dx =

=—cosx+cotx+C

in’ 1—cos® x 1
2) [tan? xax = [22 X gy = dx = ( —lJa’x:
@ I J‘cos2 X I cos’ x -[ cos’ x

:-[cosl xdx Idx—tanx x+C

=[(e +e")dxzj|:ex+(éjx:ldx:.[e"dx+‘[(éjx dx =

(ljx
X 6 X —X

(4) j(zul)2 dx=j(2“+2-2x+1)dx=j(4X+2-2X+1)dx=

x x 2x-1 x+1
=j4"dx+2j2"dx+jdx=4—+22—+x+C=i+x+C
In4 In2 In2
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3. Metode integracije

Koriste se dvije opcenite metode integracije: metoda integracije zamjenom
(supstitucijom) i metoda djelomi¢ne (parcijalne) integracije. Prva se metoda
odprilike odnosi na integraciju slozene funkcije, a druga odprilike na integraciju
umnozka funkcija. Potrebno je istaknuti da ove metode dovode do rjeSenja samo u
nekim slucajevima, za razliku od formula za derivaciju sloZene funkcije i derivaciju
umnozka funkcija koje su uvijek dovodile do rjeSenja.

3.1. Metoda integracije zamjenom

Pri odredivanju '[ f ( g(x))dx ponekad pomaze uvodenje nove promjenljive ¢

zamjenom g(x) =t:

g(x) =t
[r(g()ax | x=g(c) | =[r()(e") (r)de

_dx = (g’1 ), (t)dt_

Nastala je formula za integraciju zamjenom u kojoj je integrand na lijevoj strani
izrazen u sloZenom obliku. Predpostavlja se da funkcija g ima derivabilnu

. .. 1 .
inverznu funkciju g bar na nekom malom intervalu.

Odredivanje integralaJ. f (x) dx u nekim sluajevima omogucava zamjena

x=g(1):

t

[7(x)ds N ngg

de=g'(t

| I

Proizasla je formula za integraciju zamjenom u kojoj je integrand na lijevoj
strani izraZen u jednostavnom obliku. Za ovaj oblik formule se predpostavlja da
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je funkcija g derivabilna bar na nekom malom intervalu.

Primjer 23. Pogodnom zamjenom I cos(3x N Z)dx svedi na tabli¢ni, a zatim

ga rijesi.

Rjesenje.

Jcos(3x—2)dx x=—t+§ =J(cost)%dt=%J.costdt=§sint+C=

=§sin(3x—2)+C

O

Primjer 24. Pogodnom zamjenom J /1 —=2xdx svedi na tabli¢ni i rijesi ga.

Rjesenje.
1-2x=t
, 11 N 11
[fi=2xdx |x=—Zt+=| = [Vt| —=dt |=—=[rdt =
2 2 2 2
dxz—ldt
2

Primjer 25. Odredi j
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Rjesenje.

1 X+l 1 3x+1
[—ax |73 jdt Inf|+C =In|x+~+C =In|"="
x+§ dx =dt 3

=In[3x+1|-In3+C, =InPx+1|+C,C=C ~In3
i
Primjer 26. Odredi j Clxt —3dv.
Rjesenje.
x'—-3=t
Ix3\/x4—3dx:J.\/x4—3x3dx Ax’dx = dt :J.\ﬁ%dt:
x3dx:ldt
4 |
3
112 1 3
:—J.fzdl ZE C:g (x4—3) +C
2
|

Primjer 27. Izvedi tabli¢nu formulu za dx, a#0.

1
e
Rjesenje.

1 x=at 1
d = —_—— d =

) .X
dt = arcsint +C = arcsin—+ C

‘jl
= ;

+C,

19
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Primjer 28. Odredi I dx.
xlnx
Rjesenje.
) 1 Inx=t¢ i
[——de=[——ax | = [=dt=Tnl|+C=nnx|+C
xIlnx Inx x —dx=dt t
X
i
- . rlog’x
Primjer 29. Odredi J dx.
X
Rjesenje.
logx =t
2 3
jlog ~ dx dx = dt =(ln10)'|.t2dt=(ln10)t—+C=wlog x+C
X xIn10 3 3
la’x = (lnlO)dt
L X 1

i
3
X
Primjer 30. Rijesi dx
‘[sz—l
Rjesenje.
¥ -l=¢
X -x ) r+1
——dx | X" =t+1 || == —dt—
[ e et | 0%
xdszdt

:%J.t;dt+%J.t;dt

31 1
=%t2+t2+C=%t2(t+3)+C=

3 1

O

1
1?2+t 2

e o

l X +2)WxT—-1+C
L w2
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3.2. Metoda djelomicne integracije

Pojednostavljivanje i izraCunavanje nekih neodredenih integrala omogucava
formula za djelomi¢nu integraciju:

[£(x)g (x)dv=1(x)g(x)-[2(x) " (x)dx

Ista se formula moze zapisati u kracem i pamtljivijem obliku uz skracenice

u=f(x)iv=g(x) izkojihslijedi du = f"(x)dx i dv=_g'(x)dx, te:
J.udv zuv—J.vdu

Primjenjuje se upravo ovaj skraceni oblik formule za djelomi¢nu integraciju.
Upotreba formule (s lijeva u desno) je moguéa samo ako mozemo odrediti funkciju
v, a korisna tek onda kada je integral na desnoj strani jednostavniji od integrala na
lijevoj strani. Pri odredivanju funkcije

V:Jdv

nije potrebno dodavati konstantu, dovoljno je istu dodati zavrSnom rjesenju.

Formula za djelomi¢nu integraciju se lako izvodi u tri koraka. Prvo se derivira
umnozak f (x) g (x), potom se obje strane integriraju, te se na kraju jedan integral

izrazi na lijevoj strani:

Primjer 31. Pogodnim izborom funkcije u# i diferencijala dv pronadi
neodredeni integral logaritamske funkcije,

Iloga xdx .
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Rjesenje.

u=log,x , dv=dx
. log,, xdx
ga ( 1

u=

:(logax)x—J.x dx =

xlna

dx v=jdx:x
xlna

=xlogax—LJ.dx=xlogax—i+C
Ina Ina

O
Primjer 32. Rijesi J.x sin xdx.
Rjesenje. Prvi izbor:

u=sinx , dv=uxdx

. 1
=—x’ s1nx—5.[x2 cos xdx

stinxdx 1,
du =cosxdx , v:jxdxzax 2

Izbor ne vodi rjesenju jer je J x* cosxdx tezi od polaznog j xsin xdx . Pokusat

¢emo novim izborom.
Drugi izbor:

u=x , dv=sinxdx
Ism xdx ) =—Xxcosx+ Icos xdx =
du=dx |, v=js1nxdx=—c0sx

=—xcosx+sinx+C

O

Primjer 33. Dvostrukom primjenom formule za djelomic¢nu integraciju rijesi

szexdx .
Rjesenje. Pocetno rjesenje:

2
- u=x" ,dv=e'dx 5 . N
J.xedx :xe—2jxedx

du=2xdx , v=e
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Medurjesenje za integral na desnoj strani:

. u=x , dv=e'dx
J.xedx

X X X X
= xe —Iedx:xe —e
X
du=dx , v=e

Zavr$no rjesenje:
J.xzexdx =x’e" —Z(xex —ex)—i-C = (x2 —2x+2)e" +C
|

Primjer 34. Nakon dvostruke primjene formule za djelomi¢nu integraciju na

Iex cos xdx pojavljuje se jednadzba iz koje se taj integral moze izraziti. Odredi

jednadZbu pa iz nje izrazi integral.

Rjesenje. Prva primjena formule na zadani integral:

u=e" , dv=cosxdx

Je" cos xdx =e'sinx— Je" sin xdx

du=e'dx , v=sinx
Druga primjena formule na integral na desnoj strani:

L u=e , dv=sinxdx N N
je sin xdx =—e cosx+je cos xdx
du=e"dx , v=—cosx

Integralna jednadzba i zavrs$no rjesenje:

jex cosxdx=e¢e" sinx—(—ex CcoS x + jex cos xdx)

Jex cos xdx =%ex (sinx+cosx)+C
o

Primjedba. Predhodni primjer se moze rijesiti na isti nacin i uz obrnuti odabir

u=cosx i dv=e'dx.
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3.3. Integriranje pomo¢u obje metode

Ispreplitanje obiju metoda integracije povecava uspjeSnost u pronalazenju
neodredenih integrala.

-1
Primjer 35. Primjenom obiju metoda odredi | In Xk

x+1
Rjesenje. Djelomicna integracija:
1 u= lnx—_i , dv=dx i )
Jlnx—dx x+ :xlnx—— 2x dx
x+1 2 x+1 Y x -1
du =—; " dx , v=x
x —

Zamjena:

szz’ildx: ﬁ;;:;tm =j%dt =In¢ =1In(x*-1)

Zavrsno rjesenje:

lnx—_ldx=xlnx—_1—ln(x2—l)+C
x+1 x+1

mi
Primjer 36. Pomocu obje metode odredi Iarcsin (x — 1) dx .
RjeSenje. Zamjena:

x—1=t¢
dx =dt

[arcsin (x—1)dx H

m = jarcsin tdt
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Djelomi¢na integracija:

u=arcsint , dv=dt

arcsin tdt 1 =tarcsint — J.
I du = dt , v=t

t
1-¢*

dt

Zamjena:

J L =—Js==1-7

1
1—# tdt =——ds
2

Zavrsno rjeSenje:

Jarcsin(x—l)dx:tarcsint+\/l—t2 +C =

=(x-1)arcsin(x—1)+v2x—x>* +C
(x—1)aresin(x—1)++

O

4. Integriranje racionalnih funkcija

4.1. Rastav racionalne funkcije

Ponovimo kratko nazive koji su vezani uz racionalnu funkciju. Cijela racionalna
funkcija je polinom. Prava racionalna funkcija ima stupanj polinoma u brojniku
manji od stupnja polinoma u nazivniku. Djelomi¢ni ili parcijalni razlomci su
najjednostavnije prave racionalne funkcije.

Ponovimo jo§ pravila koja govore o rastavu racionalne funkcije. Racionalna
funkcija, koja nije ni cijela ni prava, se moze dijeljenjem brojnika nazivnikom
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rastaviti na zbroj polinoma i prave racionalne funkcije. Prava racionalna funkcija,
koja nije djelomicni razlomak, se moze metodom neodredenih koeficijenata
rastaviti na zbroj djelomi¢nih razlomaka.

Zelimo li integrirati racionalnu funkciju, prvo ju moramo maksimalno rastaviti na
pribrojnike, a zatim integrirati svaki pribrojnik. Evo kako to izgleda u jednom
primjeru.

4 3
Primjer 37. Odredi jwdx .

3
X +x

Rjesenje. Rastav integranda na zbroj polinoma i prave racionalne funkcije
pomocu dijeljenja brojnika nazivnikom:

x* x’ x X 1
djeljenik djelitelj kolic¢nik
3x* | —4x’ =5 : X +x = 3x—4
4
+3x +3x°
djeljenik rastav
—4x’ | -3x° -5
— 3
Fax T4x
ostatak 3xt—4x* =5 3x*+4x-5
—3x* | +4x | -5 X+x X +x

Nakon faktorizacije nazivnika, x° +x = x(x2 + 1) , pravu racionalnu funkciju

-3x* +4x-5 ) L. e
———— rastavljamo na zbroj djelomi¢nih razlomaka pomocu metode

X +Xx
neodredenih koeficijenata:

3x*+4x-5 A Bx+C
= —+4 3
x(x2+1) x  x +1

/ x(x2 +1)
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—3x2+4x—5:A(x2 +1)+(Bx+C)x
—3x’ +4x—5:(A+B)x2 +Cx+ A4

A+ B =3
C=4
A =5

A=-5B=2,C=4

3x*+4x-5 5 2x+4 5 2x 4
A N T L IR
x(x +1) x x +1 x x+1 x"+1

Integriranje svih pribrojnika u rastavu:

3x*—4x’ -5 5 2x 4
————=3x—-4-——+ +—
X +Xx x x4l x*+1
1
xdx = dx=x dx=In|x| , dx = arctan x
Jrdv=2a* Jas=x. [dr=tnlx] . [——

-[ zzildx |I2x;1 m I dt—lnt—ln(x +1)
X xdx

Zbrajanje izracunatih integrala:

[ S 5[ x4 - S~ dv [

)C+X X+

—%xz —4x—51n|x|+ln(x2 +1)+4arctanx+C

O

Zbog vaznosti integrala racionalne funkcije u sljedece tri podlekcije ¢emo

postupno integrirati djelomic¢ne razlomke, prave racionalne funkcije, i na kraju, bilo
koje racionalne funkcije.
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4.2. Integriranje djelomi¢nih razlomaka
Dvije su vrste djelomicnih razlomaka. Prva se vrsta obicno izrazava oblikom

4
(ax+b)n

u kojem su koeficijenti a,b 1A realni brojevi uz uvjet a#0, a eksponent n
prirodan broj. Druga se vrsta izrazava oblikom

Ax+ B

2 n
(ax +bx + c)

u kojem su koeficijenti a,b,c,AiB realni brojevi uz uvjet b°—4ac<0, a
eksponent 7 prirodan broj.

Integriranje djelomic¢nih razlomaka prve vrste je lagano: ako je potrebno,uvede se
zamjena ax+b =t . Evo dva primjera.

2
Primjer 38. Odredi J—6dx.

3x
2 2 2 x> 2
Rjesenje. — dx="xCdx==""—+C=- +C O
Jesene 350 3j 35 15x°
Primjer 39. Odredi [ ———dx.
(2x—1)
Rjesenje.
5 2x-l=t 501 5 5
J 3dx = —— —3dt:—2 C= 2+C
(2x_1) dx =—dt 29¢ 4¢ 4(2x_1)
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Integriranje djelomi¢nih razlomaka druge vrste ovisi o eksponentu n: za n>1
treba koristiti rekurzivnu formulu i Sto je 7 veci integriranje traje dulje. Prvo dva
primjera u kojima je n=1.

—4
2

7
Primjer 40. Odredi [ al 5
X+

dx .

Rjesenje. Rastav na dva integrala:

Tx—4
dx =17 dx—4 dx
J.x2+9 J-( ’49 x+9j sz+ J‘x +9
Integriranje pribrojnika:
X’ +9=t¢
X I¢l 1
dx =—|-dt==In(x*+9
Ix2+9 xdx:%dt J.z 2 ( )

2

I ! d)c:larctani
x°+9 3 3

Zavr$no rjeSenje:

J7x_4

- dxzzln(x2+9)—iarctan£+C
x°+9 2 3 3

O

Primjer 41. Rijesi [ #dx.
X +iXx+

Rjesenje. Upodpunjavanje nazivnika podintegralne funkcije do zbroja kvadrata:
X 2x45=(x+1) —145=(x+1)" +4

Zamjena i rastav na dva integrala:

X x+1=t¢ t—1 ¢ 1
—d = dt = dr — d
J’()c+1)2+4 ¥ HdX=dtH J‘t2+4 ! -ftz+4 ! jt2+4 t



30 I. Neodredeni integrali
Integriranje pribrojnika:

" Cad=sloo 1
j ——dt 1 :—j—ds:—lns:—ln(t2+4)
t“+4 tdt:Eds 275 2 2

2

1 1 t
f dt = —arctan —
" +4 2 2

Zavrsno rjeSenje:

J’;dx =lln(x2 +2x+5)—larctanx—+1+C
2 2 2

x*+2x+5

o

o 1 1 X ..
Poopcenje integrala I, :J. -— dx =—arctan— je integral
X +a a a
1

I, =|———dx za n>1.

(x2 +a2)

Za taj integral vrijedi rekurzivna formula

I, = ! al n1+(2n—3)1n_1 zanx2

" 24’ (n-1) (x2 +a2) )

koja se moze izvesti na ovaj nacin:

u:( ; lz)n_] , dv=dx—
X +a
1”‘1:J(x2 _'_laz)”l dx 2(n—1)x
du = (x2+a2)ndx , V=X
=————+2(n-1) szz dx
(x +a ) X" +a
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x x’+a’-a’ x’+ad ) 1
ﬁdx:.[ 2 2”dx:f 2 Z”dx_a.[ 2 z”dx:
(x*+a*) (¥ +a*) (x*+a*) (x* +a*)

St et
X
I, = > n1+2(n_1)([n—1_a2]n)
(x2+a2)
20° (n-1)1, = E :;2),, —+2(n-1)1,,~1,,
1 X
I = —+(2n-3)1_,

"2 (n-1)| (¢4 a?)

U sljede¢em primjeru ¢emo pokazati kako se koristi rekurzivna formula (lat.
rekurzia = hrv. vra¢anje unatrag). U odredivanju integrala [/, sudjeluju svi

predhodnici: 7, ,,/ Wl 1.

sl noee

1

Primjer 42. Pomocu rekurzivne formule odredi 7, = I—3dx.
(x*+a*)

Rjesenje. U rekurzivnu formulu uvrstimo 7 =3:

[:1 al +1

3 2 2 2
4a (x2 +a2)

U rekurzivnu formulu uvrstimo n=2:

1—L ad +1 —L X +larctan£
> 288\ ¥+ dd ! 284\ x*+d® a a
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U izraz za I, uvrstimo izracunati /,:

1 X 3 X 1 X
I, =— — +—arctan—
x"+a a a

+4
Primjer 43. Odredi [———— dx.

(x2 + 1)
Rjesenje. Rastav na dva integrala:

J.L‘bdxzj.%dx+4 ;dx

(x2 +1) (x2 +1) (x2 +1)

Primjena metode zamjene na prvi integral:

X +l=t
X 11 1 1
[ ) I iy

(x2+1)2 xdx:%d

Primjena formule za /, iz predhodnog primjera na drugi integral:

1 X
=7 e == + arctan x
2\ x" +1

Zavr$no rjeSenje:

—4 1
j(x);T)zdxz_2(x2 +1) +2(x2x+1 +arctanxj+cz

4x -1
=x—+2arctanx+C

2(x* +1)
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4.3. Integriranje pravih racionalnih funkcija

Integriranje prave racionalne funkcije koja nije djelomi¢ni razlomak se odvija u
Cetiri koraka:

* rastav nazivnika funkcije na umnozak polinoma prvog stupnja i nerastavljivih
polinoma drugog stupnja

* rastav funkcije na zbroj djelomi¢nih razlomaka pomocu metode neodredenih
koeficijenata

* integriranje djelomi¢nih razlomaka
* zbrajanje izraCunatih integrala djelomi¢nih razlomaka

2x-9

IR
x +2x-15

Primjer 44. Odredi J.

Rjesenje. Rastav nazivnika integranda:
x*+2x-15 =(x—x1)(x—x2) = (x—3)(x+5)
Rastav integranda na djelomi¢ne razlomke:

2x-9 A N B
(x—3)(x+5)_x—3 x+5

/ (x—3)(x+5)

2x—9:A(x+5)+B(x—3)

2x-9=A(x+5)+B(x-3)

A + B=2
54 — 3B=-9
4=-2 g1
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301

2x-9 __ 8.8
(x—3)(x+5) x—-3 x+5

Integriranje djelomicnih razlomaka:

[ ax x3=t ~ [Xde=n| = n[x—3
x-3 | dx=dt | t

a7 [ ar =t =]+
x+5 | dx=dt | t

Zbrajanje izraCunatih integrala:

Jzzx—_ga’x:—é deJrQ 1 dx:—éln|x—3|+£1n|x+5|+c
x +2x-15 84 x-3 84 x+5 8 8
i
Primjer 45. Izvedi formulu za I —dx , a#0 (tabli¢ni integral).
X —a

Rjesenje. Rastav nazivnika integranda:
x'—a’ = (x—a)(x+a)

Rastav integranda na djelomi¢ne razlomke:

! = 4 + B XxX—al)\x+a
(x—a)(x+a) x-a x+a / (x=a)(x+a)

I:A(x+a)+B(x—a)

Ox+1=(A+B)x+(aA—aB)

A+ B =20
aAd — aB = 1
1 1
A=—,B=——

2a 2a
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e e e i)

Integriranje djelomic¢nih razlomaka:

[ L =j1dt=1n|z|=1n|x—a|
xX—a _dx=dt_ t
[——a | "7 = [Lar=m]]=mnjx+d
x+a kdx:dtr t

Zbrajanje izracunatih integrala:

X—a

I > ! 5 dX=L(ln|x—a|—ln|x+a|)+C=Lln

+C
X —a 2a 2a

X+a
O

—9x% +6x »
(x—1)"(3-4x)

Primjer 46. Odredi j

Rjesenje. Nazivnik je ve¢ rastavljen. Zato slijedi rastav integranda na djelomic¢ne
razlomke:

—9x + 6x J A B C

st / (x=1) (3—4x

(x-1)(3-4x)  (x-1) x-1 3-4x (x=1) (3-4x)
~9x% +6x = A(3—4x)+B(x~1)(3—4x)+C(x~1)’

—9x* +6x+0=(—4B+C)x* +(-44+7B—-2C)x+(34-3B+C)

-4B + C=-9
—44+7B-2C= 6
34-3B + C= 0
A=3,B=0,C=-9

—9x% +6x 3 9

(x-1)"(3-4x) (x-1)° 3-4x
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Integriranje djelomicnih razlomaka:

1=t
[ L o |” :J'lzdt:—l:——
de=dt| 7 [ x-1

(x-1)

1 3-dx=t 1,1 1 1
SN T [ SO e R SN
3-4x dx=—zdl‘ 47 ¢ 4 4

Zbrajanje izracunatih integrala:

2
[—2 0 e 2 Pnf—ay+C
(x—1)"(3-4x) x—-1 4

2x* +3x+3

Primjer 47. Odredi J —

3 dx.
X +x

Rjesenje. Rastav nazivnika integranda:
X’ =x (x+l)
Rastav integranda na djelomi¢ne razlomke:
2x*+3x+3 A B C D ;
=St t—+—— /X (x+])
X (x + l) X x x x+1

2)62+3x+3=A(erl)JrBx(x+1)+Cx2(x+1)+Dx3
2x* +3x+3=(C+D)x’ +(B+C)x* +(A+B)x+4

C + D =0

B +C =2

A + B =3
A =3

A=3,B=0,C=2,D=-2

2x*+3x+3 3 2 2
a3l ST LT
X (x+1) x x x+1
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Integriranje djelomicnih razlomaka:

I%dx:—ﬁ ,J‘%dlen|x

, de:1n|x+1|
x+1

Zbrajanje izracunatih integrala:

2
I%dx=—i2+21n|x|—21n|x+1|+C:—i2+21nL+C
X +x 2x 2x x+1
i

2
Primjer 48. Odredi J. 37x 24x+5 dx .
X =2x"+x-2

Rjesenje. Rastav nazivnika integranda:
X =2x +x-2=x (x—2)+(x—2) =(x—2)(x2 +l)
Rastav integranda na djelomi¢ne razlomke:

Tx* —4x+5 _ 4 +Bx+C
(x—2)(x2+1) x=2 x*+1

| (x-2)(x +1)

75 —4x+5=A(x" +1)+(Bx+C)(x-2)
7x’ —4x+5=(A+B)x* +(-2B+C)x+(A4-2C)

A + B =7
-2B + C=-4
A -2C =5

A=5B=2,C=0

7x* —4x+5 5 2x

(x—2)(x2+1) B )c—2+)c2 +1

Integriranje djelomicnih razlomaka:

jidx Hx_zztﬂ =5j1dt=51n|t|=51n|x—2|
x-2 dx =dt t
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2x Xl=t | ol
jx2+1dx thx:dtﬂ _jtdt_1n|t|_1n(x +1)

Zbrajanje izraCunatih integrala:

2
[0 e Sinfx—2]+In(x*+1)+C
X =2x"+x-2
O
2
Primjer 49. Odredi | ¥ 4
X —6x" +13x

Rjesenje. Rastav nazivnika integranda:
x —6x> +13x = x()c2 —6x+13)
Rastav integranda na djelomi¢ne razlomke:

3
X +13 :£+ 2Bx+C /x(x2—6x+13)
x(x2—6x+13) x x*—6x+13

x? +13:A()c2 —6x+13)+(Bx+C)x

Ix* +0x+13=(A+B)x* +(-64+C)x+134

A + B =1
—-6A4 +C =0
134 =13

A=1,B=0,C=6

x*+13 1 6
2 =t
x(x —6x+13) x x —6x+13

Integriranje djelomicnih razlomaka:

J.ldlen|x|
X
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6 1 x—=3=t
Iz—dx:q—zdx =
x°—6x+13 (x—3) +4 dx =dt

=6_[ 21 dt=§arctan£=3arctanx
t"+4 2 2

Zbrajanje izracunatih integrala:

2
1 _
f#dx=1n|x|+3arctanx 3+C
x’ —6x"+13x
O
Primjer 50. Odredi'[ m dx .
x'+4

Rjesenje. Rastav nazivnika integranda:
2
xt+4 :(x2 +2) —4x? :(x2 —2x+2)(x2 +2x+2)

Rastav integranda na djelomi¢ne razlomke:

4x _ Ax+B N Cx+D /(x4+4)
(x2—2x+2)(x2+2x+2)_x2—2x+2 X2 4+2x+2

4)c:(A)c+B)(x2 +2x+2)+(Cx+D)(x2—2x+2)
4x=(A+C)x’ +(24+B-2C+D)x* +(24+2B+2C-2D)x+(2B+2D)

A + C =0
24+ B - 2C + D =0
2A+2B + 2C- 2D =4

2B+ 2D =0

A=0,B=1,C=0,D=—1

Integriranje djelomi¢nih razlomaka:

1 1
J.x2 —2x+2dx:J.(x_l)2 de = arctan (x 1)
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1 1
Jx2+2x+2dx:~[(x+1)2 +1dx:arctan(x+1)

Zbrajanje izraCunatih integrala:

Ixfi4 dx = arctan (x—1)—arctan (x+1)+C

O

4.4. Integriranje racionalnih funkcija

Integriranje racionalne funkcije koja nije ni cijela ni prava se odvija u Cetiri
koraka (drugi korak obuhvaca prva dva koraka iz predhodne podlekcije):

* rastav funkcije na zbroj polinoma i prave racionalne funkcije dijeljenjem brojnika
nazivnikom

* rastav prave racionalne funkcije, ukoliko ona ve¢ nije djelomi¢ni razlomak, na
zbroj djelomi¢nih razlomaka

* integriranje polinoma i djelomi¢nih razlomaka

* zbrajanje izraCunatih integrala

4 3 2

—10x* +4x2 -2

Primjer 51. Odredi J. >x Ozx ; al dx .
X" —2x

Rjesenje. Rastav integranda na polinom i pravu racionalnu funkciju:

X X X X 1 djelitelj koli¢nik
S5x* | —10x° | +4x7 -2 | : x> =2x = 5x2+4
+5x* | F10x°
rastav
4x° -2
"""""""""""""""""""""""" 5x4—10x° +4x* =2 8x—-2
+4x* | F8x 3 =5x*+4+ >
X —2x X —2x
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Rastav prave racionalne funkcije:

x2—2x:x(x—2)

8x—2 A B
_—=— / -2
x(x—2) x+x—2 x(x )

8x—2:(A+B)x—2A

A+B =8

24 =-2

A=1,B=17
&x-2 1 7

x(x—2) x x-2

Integriranje svih ¢lanova rastava:

4 3 2
Sx 102x +4x" -2 =5x2+4+l+ 7
x°—=2x x x-2

,j ! dx=1n|x—2|

szdx:%f, jdx:x, J‘%dlenx 3

Zbrajanje izraCunatih integrala:

J

5x'—10x* +4x* - 1

dx =

2 :5.|.x2dx+4.|.dx+.[ldx+7j-
X

x*=2x x—2

§x3 +4x+ln|x|+71n|x—2|+C

41
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-3x +
Primjer 52. Odredi | M—XSd

x+x

Rjesenje. Rastav integranda na polinom i pravu racionalnu funkciju:

x* ¥ X X 1 djelitelj koli¢nik
3x* —3x’ +5 : x*+x = 3x? —3x
+3x* +3x° rastav
3 2
—3x —3x +5 3x4 _3x2 + 5 5
''''''''''''''''''''''''''''''''''''' —————=3x"-3x+—;
3x° T3x° X +Xx X +Xx
5

Rastav prave racionalne funkcije:
x*+x=x(x+1)

5 A4 B 5 5

x(x+1) x x+1 x x+1
Integriranje svih ¢lanova rastava:

4 2
3)“23—%“5:3xz+3x+§_i
X +x x x+1

Ixzdx :%x3, jxdx :%xz, j%dx =

, Ide=1n|x+1|
x+1

Zbrajanje izracunatih integrala:

4 2
J-3x_23—x+5dx=x3+éxz +5Inx-Sinfx+1|+C=
X +Xx 2

:x3+%x2+51n— +C

x+1
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Primjer 53. Odredi _[ Md
-X
Rjesenje. Rastav integranda na polinom i pravu racionalnu funkciju:

x* X x2 X 1 djelitelj koli¢nik
4 2 3 3
—3x +x +1 4x” —x = —Zx

$3x4 i%xl rastav
2
» Setedal 3 gt
Zx +1 4x’ —x 4 4x° —x
Rastav prave racionalne funkcije:
4x’ —x=x(4x2—l):x(2x—1)(2x+l)
lxz+1
AL B € (e (2x )
x(2x—1)(2x+l) x 2x-1 2x+1
%x2+1=(4A+ZB+2C)x2+(B—C)x—A
1
44 + 2B + 2C = 1
B - C=0
-4 =1
a=-18=- c=1
16° 16
Lo 7w
_—1. 16 16
x(2x—l)(2x+1) x 2x-1 2x+1
Integriranje svih ¢lanova rastava:
SBxt+x4l 301 17 1 71
4x’ —x 4 x 162x-1 162x+1
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,J' ! dx=11n|2x+1|
2

dex =lx2, Ildx = ln|x
2 X 2x+1

,I ! dx:lln|2x—1
2x—1 2

Zbrajanje izraCunatih integrala:

4 2
wdx:_éxz_1n|x|+£1n|2x_1|+£1n|2x+1|+C=
4x" —x 8 32 32

_ 3¢ —1n|x|+£1n‘4x2 —1‘+C
8 32
O

x +1
x*+1

dx.

Primjer 54. Odredi j

Rjesenje. Rastav integranda na polinom i pravu racionalnu funkciju:

x° x* X X’ X 1 djelitelj kolinik
x’ +1 | ¢ x*+1 = | xX-x
5 3
ix ix rastav
-x’ +1
____________________________________________________ .
_.3 x +1 x+1
X
X * =X X+
x +1 x +1
X +1

3 X 1
=X —Xx+— +—
x°+1 x+1 x +1

jx3dx:%x4, J-xdx:%xz, J‘x2x+1dx:%1n(x2+l), Jx21+1dx:arctanx

Zbrajanje izracunatih integrala:

S4+1 1 1 1
Ix2+ dx:—x4——x2+—ln(x2+1)+arctanx+C
x +1 4 2

O
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2 3+ 2
Primjer 55. Odredi Iudx.

x -1

Rjesenje. Rastav integranda na konstantu i pravu racionalnu funkciju:

o x2 X 1 djelitel; koli¢nik
2x° +x? : x’ -1 = 2
e | 2 rastay
2 9 2x33+x2:2+x23+2
x =1 x -1

Rastav prave racionalne funkcije:

x3—1=(x—1)(x2+x+1)

X +2 A Bx+C 1 1

(x—l)(x2 +x+1) B x—1+x2 +x+1 x—-1 x*+x+1

Integriranje svih ¢lanova rastava:

2x° +x° 1 1
3 =2+ T2
x —1 x—-1 x"+x+1
J.dx:x, J.dezln|x—1, j%dx:iarctanﬂ
x—1 X +x+1 ﬁ ﬁ

Zbrajanje izracunatih integrala:

3 2
J‘Zﬂidx = 2x+ln|x—1|—iarctan2x—++C

ool NERN

O
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5. Integriranje funkcija s korijenom

Ponekad se integral funkcije koja sadrzi neki korijen moze pogodnom zamjenom
svesti na integral racionalne funkcije.

by
Primjer 56. Pogodnom zamjenom, | ————adx svedi na integral racionalne
ij -1
funkcije, a zatim ga rijesi.

Rjesenje.

J'de x+1=7 =JZ2_121dt:j(2tz+2t)dt:§t3+t2+C1 -

Primjer 57. Odgovarajuom zamjenom, j dx prevedi u integral

Vx
P

racionalne funkcije, a potom ga rijesi.

Rjesenje.

4 2
| EPN I = | ! -4rdt =4[ L =
x++/x t*+1 t*+1

dx =48 dt

=4J(l— 21 " dt=4t—4arctant+C=4(‘/;—4arctan(‘/;+C
4+

Dodatak. Rastav racionalne funkcije , umjesto dijeljenja brojnika

2 +1

nazivnikom, se brze postize “dodavanjem™ nule brojniku u obliku 1-1:
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R L ]
£+l C+l C+l £+ > +1
m}

1
Primj .Rijesi | ————=dx.
rimjer 58 1Jes1j.\/;_%/;dx

Rjesenje.

Yx =t

61’ £
x=t° | =|5—di=6 dt =
jﬁ—zz J.t—l

1
=

x = 617dt
:6I£t2+t+1+ﬁjdt+€z2t3+3tz+6t+61n|t—1|+C:

2Vx +33x +6Yx +61In|x—1|+C

3

Dodatak. Brzi rastav racionalne funkcije —1 :
t —

£ £-1+1 £-1 1 1
= = + =t +t+1+——

-1 -1 -1 t-1 t—1

O
1 [1-4x
Primjer 59. Rijesi J.—1 } dx .
X X
L . 1-4x .
Rjesenje. Uz zamjenu ,|[—— =1 slijedi:
X

IZ4x )y LI

X x
x+4x=1 x:(t2 +4)71
- de=—ay

£ +4 (t2+4)2

47
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]

¢ 8 1
:jt2+t4dz=j(t2+4—zjdt:8jt2+4dt—zjdz=

:§arctan£—2t+C=4arctan\/l_4x _2\/1—4x +C
2 2 4x X

O

6. Integriranje trigonometrijskih funkcija

6.1. Integriranje umnoZaka op¢ih sinusa i kosinusa

Ako je podintegralna funkcija umnozak sinusa, ili sinusa i kosinusa, ili kosinusa,

onda se moZzemo pomo¢i trigonometrijskim formulama koje umnozak pretvaraju u
zbroj:

sina-sin,b’=%cos(a—ﬂ)—%cos(cwﬂ)
sina-cos,b’=%sin(a—,8)+%sin(a+,b’)
cosa -cos 3 :%cos(a—ﬁ)+%cos(a+ﬂ)
Primjer 60. Izraunaj [sin (x—1)-sin(3x—1)dx.
Rjesenje. Pretvaranje umnozka u zbroj za @ = x—11 f=3x—1:

sin(x—1)-sin(3x—1) :%cos(—2x)—%cos(4x—2) :%cos 2x—%cos(4x—2)
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Integriranje pribrojnika:

[ 2x=t |
1 1. 1 .
Icos 2xdx 1 = —Icostdt =—sint =—sin2x

dx =—dt 2 2 2
| 2

[4x -2 =t 1 1 1

Icos(4x—2)dx 1 :—Icos tdt = —sint =—sin(4x—2)

dxzzdt 4 4 4

Zavr$no rjesenje:

Isin(x—l)-sin(3x—l)dx=isin2x—%sin(4x—2)+c
O

Primjer 61. Izraunaj J. sin x-cos2x-cos3xdx.

Rjesenje. Pretvaranje umnozka u zbroj:

sinx-cos2x = %sin(—x)-i—%sin 3x= —lsinx+%sin 3x

. | 1.
Sin x-cos2x-cos3x :—Esmx-cos3x+zsm3x-cos3x:

:—l lsin(—2x)+lsin4x +l sin0+lsin6x :sm2x—sm4x+sm6x
212 2 2 2 4

Integriranje pribrojnika:
ax =t
. L¢. 1 1
Jsmaxdx 1 :—jsmtdt:——cost:——cosax
a

dx =—dt a a
a

Zavr$no tjeSenje:

) 1 1 1
Jsmx-cos2x-cos3xdx = —gcos2x+gcos4x——cos6x+C
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Primjer 62. Izraunaj Icosz (3x + 4) dx .

Rjesenje. Pretvaranje umnozka u zbroj:
1 1 I 1
cos(3x+ 4)'cos(3x+ 4) = EcosO +Ecos(6x +8) = E+ECOS(6X + 8)
Integriranje pribrojnika:
I .
J.dx =x, J-cos(6x+8)dx :gsm(6x+8)
Zavr$no rjeSenje:

Icosz(3x+4)dxz%x+%sin(6x+8)+€

m
6.2. Integriranje racionalnih izraza sa sinusom i kosinusom

Integral racionalnog izraza f (sinx,cosx) s promjenljivim veli¢inama

sinx 1 cosx, se pomocu zamjene tanE:t (tzv. opéa ili univerzalna

trigonometrijska zamjena), svodi na integral racionalne funkcije s promjenljivom £.
Nekad se takav integral moze brze rijeSiti i zamjenom sinx =¢ ili cosx=¢ ili
tanx =¢.

U cilju $to brzeg i lakSeg rjeSavanja J f (sinx,cosx)dx preporuuje se

postupno promatranje moguéih zamjena ovim redom:
(1) pokusa se zamjenom
sinx=t 1li cosx=t¢
(2) ako je f(—sin X,—C0S x) = f(sin X,COS x) , uvodi se zamjena
tanx =¢

iz koje slijedi
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1 5 1 1
COS X =

s 5 dx: dt
1472 1+1¢ 1+¢2

c 2
Sin- x =

(3) ako predhodne zamjene ne odgovaraju, uvodi se zamjena

X
tan—=¢
2
iz koje slijedi
. t 1-¢ 2
sinx=—-, CcoSx=—-, dx= - dt
1+1¢ 1+1¢ 1+¢

cos’ x
Primjer 63. Prikladnom zamjenom J._—3dx svedi na integral racionalne

sin x +

funkcije, a zatim ga rijesi.

Rjesenje.
Cos3x (I—Sin2 X)COSX sinx =t _tz +1
I X dx = J. . dx = j dt =
sinx+3 sinx+3 cosxdx =dt t+3

:J.(—t+3—%jdt=—J.tdt+3jdt—8j$dt:

:—%tz +3t—81n|t+3|+C:—%sinzx+3sinx—81n(sinx+3)+C

. .t +1
Dodatak. Rastav racionalne funkcije :
t+3
t* t 1 djelitelj koli¢nik
£ +1 : t+3 = —1+3
$t2 F3¢ rastav
3¢ +1
_________________________________ 2
3t | 49 58
g t+3 t+3
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sin’ x
Primjer 64. Odredi | ————dx.
cos” x+1
Rjesenje.
sin’ x (1 —cos’ x)sin X cosx =t
I > dx :j > dx | . =
cos” x+1 cos” x+1 sin xdx = —dt
-1 2 1
= di=||1- dt =|dt-2 dt =
-[t2+1 I( t2+1j -[ -[t2+1
=t—2arctan+C = cos x — 2arctan (cos x) + C
O
.. . 1
Primjer 65. Odredi J‘ﬁdx .
sin x-cos’ x

Rjesenje. Provjera parnosti podintegralnog izraza:

) 1 1 .
f(—sinx,—cosx)= (—sinx)-(—cosx)3 aleew I f (sinx,cosx)

Odredivanje integrala zamjenom tan x =¢ :

J‘sinx-cos3xd)C [tanx=r] =

t2 1 3 l+t
V1472 '\/(thj
2
:jt—ﬂdtz'[(t+ljdt=lt2+1n|t|+C=
t t 2

=%tan2x+ln|tanx|+C
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+2
Primjer 66. Odredi I COSXTZ

cosx+1

Rjesenje. Provjera parnosti podintegralnog izraza:

—cosx+2 s cosx+2

f(—sinx,—cosx) = = f (sinx,cos x)
—cosx+1 cosx+1

. .. . X
Odredivanje integrala zamjenom tan—=+¢:

cosx+2 X
I—dx tan—=1¢| =
cosx+1 2
1-#
2+2 2
1+1¢ dt =
_I 2 2 =
1—1¢ 11+t
1417
—jt2+3dt—j 142 \ar=
*+1 241

=Idt+2J.t21 1dt=z‘+2arctanz‘+C=
+

:tan£+2arctan tani +C:x+tan£+C
2 2 2

O

1
Primjer 67. Odredi I—

sinx—1

dx .

Rjesenje. Provjera parnosti integranda:

1 1
%

—sinx,—cosx )=
f( ’ ) —sinx—1 sinx-—1

= f (sinx,cos x)

) X
Zamjena tanE =t:
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[- L tan——t t=—2J-2;dt
sinx—1 2f l+t t*=2t+1
1+t

Zamjena t—1=s:

1=
j%dz:j Loa| 7% = Las=-L= L
t°=2t+1 (t—l) dt =ds s s r—1

Zavr$no rjeSenje:

LS i T I
sinx—1 t—1 t—1 X




